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ГЕНЕРАТОР ХАОТИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ  
НА ОСНОВЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С ЧЕТЫРЬМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

П.В. Иванюк, Л.Ф. Политанский, Р.Л. Политанский

В работе предложена Matlab-Simulink модель генератора хаотических сигналов, описываемая си-
стемой четырех дифференциальных уравнений с кубической нелинейностью и характеризующаяся 
четырехлепестковым аттрактором. Рассчитан и исследован спектр показателей Ляпунова для хао-
тической системы с кубической нелинейностью. На основе полученных результатов спроектирован 
и экспериментально реализован генератор хаотических сигналов для системы передачи информа-
ции с применением детерминированного хаоса.

Ключевые слова: хаотический сигнал, четырехлепестковый аттрактор, кубическая нелинейность, 
спектр показателей Ляпунова.

ВВЕДЕНИЕ

Детерминированный хаос используется в 
разных отраслях инженерии, одной из которых 
являются телекоммуникационные системы, ба-
зирующиеся на этом явлении. Кроме  класси-
ческих динамических систем с хаотическим по-
ведением (системы Лоренца, Спротта, Ресслера 
и другие), разработаны системы, являющиеся 
модификациями системы Лоренца, которые ха-
рактеризуются двухлепестковыми аттракторами 
(double-wing attractor) и при определенных усло-
виях генерируют хаотические колебания (систе-
мы Лю (Liu System) [1, 2] и Чена (Chen’s model) 
[3]). В последнее время внимание исследовате-
лей сосредоточено на разработке 3-D [4] и 4-D [5, 
6] хаотических систем, которые характеризуются 
четырехлепестковыми аттракторами (four-wing 
attractor). Хаотические сигналы, генерируемые 
этими системами, имеют очень сложную струк-
туру [5] и более широкую полосу [4, 6].

Широкополосность, ортогональность, слож-
ность структуры хаотических сигналов и сильная 
чувствительность к начальным условиям обу-
словливают перспективность их использования 
в системах связи для повышения криптоустой-
чивости. Поэтому исследование свойств хаоти-
ческих сигналов, поиск путей аппаратной реа-
лизации генераторов хаотических колебаний и 
систем связи с их использованием является акту-
альной и своевременной темой.

Цель настоящей работы — определение зна-
чений параметров динамической системы, при 
которых генерируются хаотические или гиперха-
отические сигналы, а также экспериментальная 
реализация с использованием схемотехнических 
решений генераторов хаотических колебаний.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
ИССЛЕДУЕМОЙ СИСТЕМЫ

4-D автономная хаотическая система с куби-
ческой нелинейностью задается системой диф-
ференциальных уравнений первого порядка [6]:
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где a, b, c, d, e – параметры и x, y, z, w – перемен-
ные системы соответственно.

Для численного решения системы диффе-
ренциальных уравнений (1) была разработана 
Matlab-Simulink модель генератора хаотических 
сигналов (рис. 1), которая состоит из соединен-
ных между собой блоков усиления, суммирова-
ния и вычитания, умножения, интегрирования и 
устройств регистрации сигналов. 

На рис. 2 приведены полученные в результа-
те моделирования фазовые траектории хаотиче-
ской системы, описываемой дифференциальны-
ми уравнениями (1), при следующих значениях 
ее параметров: a=50; b=10; c=13; d=20; e=6.

По временным диаграммам динамических 
переменных системы с вышеуказанными пара-
метрами (рис. 3) можно сделать вывод о сложно-
сти структуры хаотических сигналов.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРА  
ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА

Устанавливающиеся в нелинейных дина-
мических системах режимы колебаний можно 
определить по значениям показателей Ляпунова, 
характеризующим степень зависимости системы 
от начальных условий и определяющих скорость 
расхождения ее траекторий в фазовом простран-
стве [7].

Расчет спектра показателей Ляпунова иссле-
дуемой системы осуществлялся путем использо-
вания алгоритма Бенеттина с модификациями 
[8, 9]. С этой целью решалась система уравнений, 
включающая в себя дифференциальные уравне-
ния (1) и шестнадцать уравнений в вариациях, 
следующего вида:
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Рис. 1. Matlab-Simulink модель генератора хаотических сигналов

а                                                                                                         б

в                                                                                                         г

Рис. 2. Фазовые траектории системы (1) в плоскостях:  
а – x-y, б – x-z, в – x-w и г – хаотический аттрактор в плоскости x-y-z
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Рис. 3. Временные диаграммы динамических переменных системы (1): а – x(t) и б – z(t)

Система из двадцати уравнений решалась 
численным методом Рунге-Кутта с перенорми-
рованием и ортогонализацией векторов возму-
щения в процессе вычисления при значениях 
параметров системы a, b, c, d, e. Показатели Ля-
пунова определялись для значений параметра 
b в интервале ( , ]1 30  с единичным шагом при 
фиксированных значениях остальных параме-
тров a=50; c=13; d=20; e=6 при нормировании 
на единицу начальных ортогональных векторов 
возбуждения x0, y0, z0, w0. Рассчитанный спектр 
показателей Ляпунова (ПЛ) приведен на рис. 4а. 
Аналогично рассчитывались показатели Ляпуно-
ва для значений параметров c∈( , ]1 30  при a=50, 
b=10, d=20, e=6 и e∈( , ]1 30  при a=50, b=10, c=13, 
d=20. Их спектры приведены на рис. 4б и 4в соот-
ветственно.

По спектру показателей Ляпунова можно 
определить условия возникновения в системе 
колебаний разного характера. В частности, хао-
тические колебания возникают при условии, что 

значение одного из показателей Ляпунова рав-
няется нулю, один – положительный, а значения 
двух остальных – отрицательны. Гиперхаотиче-
ские колебания возникают при условии, что зна-
чения двух показателей системы положительны 
[1].

Из полученных результатов следует, что при 
значениях параметра b∈( , )17 19  система имеет 
два положительных показателя Ляпунова, сле-
довательно, она может генерировать гиперхао-
тические колебания. При значениях параметра 
b∈( , )3 27  система имеет один положительной 
показатель Ляпунова, то есть она может генери-
ровать хаотические колебания. Расчет спектра 
показателей Ляпунова при разных значениях па-
раметров c и e показал, что генерируемые систе-
мой колебания являются хаотическими во всем 
диапазоне их значений, поскольку первый пока-
затель Ляпунова при этом всегда имеет положи-
тельные значения. Гиперхаотические колебания 
при изменении значений c и e не возникают.
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Рис. 4. Спектр показателей Ляпунова для системы (1) 
при различных значениях параметра: а – b, б – с и в – e

3. СХЕМОТЕХНИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 
ГЕНЕРАТОРА ХАОТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 

С КУБИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

При реализации генератора хаотических ко-
лебаний с кубической нелинейностью, описы-
ваемой системой дифференциальных уравнений 
(1), динамические переменные системы пред-
ставлялись соответствующими электрическими 
сигналами и электронными схемами, выполня-
ющими математические операции над ними [10, 
11]. Электрическая схема динамической системы, 
описываемой системой уравнений (1), приведена 
на рис. 5. Она построена на основе операционных 
усилителей TL084CN и аналоговых умножителей 

сигналов AD633JN (DA1 – DA6). Операционные 
усилители включены по схеме суммирования 
(DA7 – DA10), интегрирования (DA11 – DA14) и 
инвертирования сигналов (DA15 – DA18).

Согласно законам Кирхгофа, уравнения це-
пей исследуемой электрической схемы имеют 
следующий вид:
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Значениям динамических переменных x, y, 
z, w системы дифференциальных уравнений (1) 
соответствуют выходные напряжения UC1 , UC 2 , 
UC 3 , UC 4  на емкостях C1 , C2 , C3 , C4  схемы (3).

Для обеспечения единичного коэффициента 
усиления инверторов сигналов (DA15 – DA18) 
выбираем значение сопротивлений резисторов 
R20 , R21 , R22 , R23 , R24 , R25 , R26 , R27  равным 
10кОм. Значения емкостей конденсаторов C1 , C2 ,  
C3 , C4  равнялись 10нФ и значения сопротивле-
ний резисторов R16 , R17 , R18 , R19  – 10кОм. По-
стоянная времени равна τ = R0С0 = С1R16 = С2R17 
= С3R18 = С4R19 = 0,1мс.

С учетом вышеизложенного систему (3) мож-
но представить в следующем виде:
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Сравниваем соответствующие коэффициен-
ты при выходных напряжениях UC1 , UC 2 , UC 3 , 
UC 4  системы (4) с параметрами a, b, c, d, e систе-
мы дифференциальных уравнений (1) и опреде-
ляем номиналы остальных резисторов схемы:

a
R
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R

R
R R= = = ⇒ = =12
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3
1 30 5 20. кОм;
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Экспериментально полученные фазовые тра-
ектории генератора хаотических сигналов в раз-
ных плоскостях, описываемые системой диффе-
ренциальных уравнений (1), приведены на рис. 6.

ВЫВОДЫ

С помощью созданной Matlab-Simulink мо-
дели получены численные решения хаотической 
системы с кубической нелинейностью и установ-
лен характер аттрактора при разных значениях 
параметров системы. По временным диаграм-
мам и фазовым траекториям установлено, что 

сигналы, возникающие в системе, имеют слож-
ный хаотический характер.

Проведен расчет спектров показателей Ля-
пунова для исследуемой системы, описанной 
дифференциальными уравнениями с кубической 
нелинейностью. Установлен диапазон значений 
параметров, обеспечивающий хаотические коле-
бания.

В результате проведенных исследований 
спроектирован и реализован генератор хаотиче-
ских сигналов. Экспериментально полученные 
хаотические сигналы совпадают с результатами 
численного моделирования.
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Генератор хаотичних сигналів на основі системи ди­

ференційних рівнянь з чотирма змінними / П.В. Іванюк, 
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У роботі запропонована Matlab-Simulink модель 
генератора хаотичних сигналів, що описується сис-
темою чотирьох диференційних рівнянь з кубічною  
нелінійністю. Розрахований і досліджений спектр по-
казників Ляпунова для хаотичної системи з кубічною 
нелінійністю. На основі отриманих результатів спро-
ектовано і експериментально реалізовано генератор 
хаотичних сигналів для системи передавання інфор-
мації з використанням детермінованого хаосу.

Ключові слова: хаотичний сигнал, чотирьох-
пелюстковий атрактор, кубічна нелінійність, спектр 
показників Ляпунова.
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The generator of chaotic signals based on a system of 

differential equations with four variables / P.V. Ivanyuk, L.F. 
Politanskiy, R.L. Politanskiy // Applied Radio Electronics: 
Sci. Journ. – 2012. Vol. 11. № 3. – P. 347–353.

This paper proposes a Matlab-Simulink model of the 
chaotic signals generator that is described by a set of four 
first order differential equations with cubic nonlinearity 
which can produce a four-wing chaotic attractor. The Ly-
apunov exponent spectrum for a chaotic system with cubic 
nonlinearity is calculated and investigated. A generator of 
chaotic signals for an information transmission system us-
ing deterministic chaos is designed and implemented on the 
basis of the results obtained. 

Keywords: chaotic signal, four-wing attractor, cubic 
nonlinearity, Lyapunov exponent spectrum.
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